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摘要

在当下的凝聚态物理研究中，拓扑绝缘体及相关拓扑性质的研究在量子新奇物态的探索方面有着相当重要

的地位。量子系统对称性的维持与破缺，使得其能谱结构产生相对稳定的变化；而不同的拓扑物相一定程度上

可以由一些拓扑不变量来刻画，如 winding number、陈数等非局域性质，这使得我们可以对不同的拓扑绝缘

体进行分类。

本文主要叙述了 SSH 模型和 Haldane 模型下的对称性和非局域性质的刻画，介绍了拓扑不变量的含义，

对此类特殊的拓扑绝缘体进行了比较初步的讨论与数值求解。在数值求解部分我们引入了精确对角化方法，同

时介绍了对称性的破坏对我们在数值方法中看到的边缘态上是如何起作用的。

1 引言

目前人们对展现出拓扑性质的能带结构进行了非常深入的研究，这为寻找新奇量子物态提供了相当的

可能性来源。在拓扑能带的理论下，我们不仅解释了整数量子霍尔效应 (QHE)，还可以对分数量子霍尔效

应 (FQH) 进行解释 [7]，早在 1985 年 Laughlin 便出色的解释了这一问题 [6]；同时我们可以描述拓扑绝

缘体这类与常规半导体与导体完全不同的物相 [8]，它的分类不能由传统的朗道序参量来描述。

在发现量子霍尔效应之后人们开始了大量相关的数值模拟方法的研究。1988 年，Haldane 提出了一种

破坏时间反演对称性的模型 [4] 来解释石墨烯中无外磁场时的霍尔效应，这个模型可以诱导出边缘态的产

生，计算可以得到非零的陈数 (ν = ±1)。这个模型的意义在于提供了一个理解 2 维量子自旋霍尔绝缘体

的视角 [5]，我们将在后文详细描述这一模型。

而为了呈现拓扑绝缘体的相关性质，我们首先介绍一个较为简单的模型，即 Su-Schrieffer-Heeger(SSH)
模型。通过这个模型，我们将介绍计算 SSH 模型的手性对称 (chiral symmetry) 和拓扑不变量，最终回到

Haldane 模型对该模型进行求解。

2 SSH 模型及其性质

SSH 模型描述的是一个一维链上的无自旋的单费米子体系，跃迁强度交错排列。系统示意图如1所示。

其中深色格点记为 A，浅色格点记为 B，A,B 原子各有 n 个。在实际情况下，如果电子跃迁时以及为极化

之后的状态，那么这个模型将能很好的描述这个体系。

我们考虑跃迁项所带来的能量，此即紧束缚模型的“精神”，写下哈密顿量如下：

Ĥ = ν
n∑

k=1

([|k,B⟩⟨k,A|+ h.c.) + w
n−1∑
k=1

([|k + 1, A⟩⟨k,B|+ h.c.)
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图 1: SSH 模型 [1]

与文献 [1] 不同，在这我们采取较为简洁的二次量子化形式的哈密顿量，有：

Ĥ = ν
n∑

k=1

(b†kak) + w
n−1∑
k=1

(a†k+1bk) + h.c. (1)

在这里，ν, w 都取为实数，因为如果他们各自带有一个相位可以通过重新定义紧束缚态的相位消去

（参见 [1]）。注意，在之后我们引入的 Haldane 模型中，由次近邻引起的相位项无法通过这个方法消去，在

那里我们将其简化为 π/2 [2]。另外，由于历史原因 [4] ，我们在 Haldane 模型中将跃迁带来的能量前取了

负号（见式10）。由于两者哈密顿量满足 Tr(H) = 0，因此正负号不会影响能谱形态，这一点是不证自明

的。

2.1 周期性边界条件求解能谱

若我们对 SSH 模型取周期性边界条件，我们可以通过将实空间格点基变换到动量 k 空间计算，此计

算只需稍作推广便可以拓展到之后对式8 的计算中。此时有傅里叶变换：

ai =
1√
N

∑
k

exp (−ikri)ak bi =
1√
N

∑
k

exp (−ikri)bk

a†i =
1√
N

∑
k

exp (ikri)a
†
k b†i =

1√
N

∑
k

exp (ikri)b
†
k

(2)

带入到哈密顿量1中，我们可以得到 k 空间中的哈密顿量矩阵：

H(k) =

[
0 v + we−ik

v + weik 0

]
(3)

我们可以非常容易得到能量本征值为：

E(k) = ±
√
v2 + w2 + 2vw cos k (4)

我们之后将会看到，从一维 SSH 模型推广到 Haldane 模型的计算是非常轻松而且显然的。

2.2 手征对称性与 SSH 模型的拓扑不变量

手征对称性 ( Chiral symmetry ) 与其他量子力学引入的对称性不同，是一类针对体态 (bulk) 的性质。

在一般的量子力学对称性问题中，我们要求对称性所对应的算符 U 满足 UHU † = H。在手征对称性中，

我们要求对称性对应算符 Γ̂ 满足 [1]：

• Γ̂ ĤΓ̂ † = −Ĥ;

• Γ̂ Γ̂ † = Γ̂ 2 = Î;

• Γ̂ 是局域作用的，从而可以写作一系列在局域自由度上算符的直和形式；

• Γ̂ 具有一定强健性 (robust)，在某些连续参数变化下仍保持仍为手征对称算符，即 Γ̂ ˆH(ξ)Γ̂ † = − ˆH(ξ)
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在 SSH 模型中，由于我们只考虑了跃迁项带来的能量，而未考虑 on-site 势带来的额外能量，从而投

影算符 PA, PB 满足：

PiHPi = 0, i = A,B

从而可以定义算符 Σ̂z = PA − PB，易证 Σ̂z 即满足我们对手征对称性算符的要求，我们将此特殊的

对称性称为亚晶格对称 (Sublattice symmetry)。通过简单的讨论 [1] 我们可以推断，能谱图像关于 E = 0

上下对称。这与数值解相吻合。

2.2.1 拓扑不变量

在量子力学中，我们学习了绝热微扰理论，即在哈密顿量中，某参数经过了连续而缓慢的变化。在此过

程中，若先前系统处于基态则在绝热微扰之后系统仍处于基态。对绝缘体而言，所谓的绝热演化 (adiabatic
deformation) 便要求在保持原有对称性的基础上，保持能带带隙的存在。如果两个状态之间可以通过绝热

演化互相转换，则称二者为 adiabatic equivalent。在绝热演化过程中，若代表系统性质的某个整数保持不

变，则将其称为拓扑不变量。关于绝热演化和拓扑不变量的定义完全不依赖系统的维数，所以可以描述更

加高维的拓扑绝缘体。

笔者认为，在数学上我们谈论拓扑空间的同胚或者同伦问题时，我们同样会引入数学意义上的拓扑不

变量来描述空间的等价意义。由于同伦映射对应着一个连通空间，导致拓扑不变量在其所属空间上的变

化也是连通的。如果某不变量必为整数，则由连通性可以导出此整数必不变，此类问题可以参考数学教

材 [10]。在此，我们以 SSH 模型为例，介绍一个与代数拓扑中最为基础的基本群等价的概念——winding
number。

2.2.2 Winding Number

我们能看到，在 k 空间中我们的哈密顿量形式为 2× 2 矩阵。在矩阵中，w, ν 的改变不会引起 chiral
symmetry 的变化：这也就是说明在 k 空间中，我们总存在着 sublattice symmetry [1]，因此满足着绝热

演化的要求。由其矩阵形式我们可以通过泡利矩阵和单位阵将其展开如下：

Ĥ(k) = dxσx + dyσy + dzσz = d · σ (5)

由式3我们可以得到 d 的分量分别为：

dx(k) = v + w cos k

dy(k) = w sin k

dz(k) = 0

(6)

由绝热演化的要求，我们需要保证 SSH 模型描述的是绝缘体，即不存在 E = 0 的态，由有关泡利矩

阵的类比，参见 [9]。我们可以得到 d ̸= 0，此即对绝热演化的全部要求。我们对 ν, w 关系进行分类，有

图像如下 2：
在绝热演化下，我们要求图中 d ̸= 0，用拓扑学的语言叙述此变化，即：在拓扑空间 E2\O 中，探讨

圆形道路是否同伦。在拓扑学的框架下，我们可以很容易证明拓扑空间 S1 是 E2\O 的强形变收缩核，这

是一个数学上非常初等的命题。因此，道路连通的拓扑空间 A = E2\O 的基本群为 π1(A) ∼= Z。由此我们

可以通过 π1(A) ∼= Z 对应的映射 f 来标记每个圆圈的特征，每个圆圈要么映射到 0，要么映射到 1。在物

理中，我们将这一拓扑特征命名为 winding number；这一整数在同伦概念下保持不变，在物理中我们称

其为拓扑不变量，与其数学概念对应的命名保持了一致性。
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图 2: d(k) 图像

而由基本群概念定义，我们本就将同伦的道路类映射到同一个数，所以在 adiabatic deformation 下拓

扑不变量保持 robust 的性质是显然的，这便是用拓扑不变量来对不同相进行分类的原因。我们将在映射

f 下映射到 0 的系统称为平庸的 (trivial phase), 映射到 1 的系统称为拓扑相 (topological phase)。关于

winding number 与边缘态之间的关系，我们留到 Haldane 模型中写出。

在文献 [1] 中给出了 winding number 的数值计算公式，我们定义 d̃ = d
|d| 即：

ν =
1

2π

∫
(d̃× d

dk
d̃)zdk

=
1

2πi

∫ π

−π

dk
d

dk
log(v + we−ik)

3 周期性边界条件求解石墨烯能谱

3.1 最近邻跃迁紧束缚模型

我们首先引入最近邻的原子之间的跃迁，即原子之间只有存在化学键时才会发生跃迁，同时考虑在 A、

B 两类原子上加上不同的 on-site 势 [2]。石墨烯的六角格点结构如图3，我们将红色格点记为 A，将蓝色

格点记为 B。针对石墨烯的蜂窝结构，我们考虑紧束缚模型，写出实空间下二次量子化形式的哈密顿量如

图 3: 最近邻跃迁紧束缚模型 [2]

下：

H = −t1
∑
i

∑
ρ

a†ibi+ρ +
∑
i

(
M

2
a†iai −

M

2
b†ibi) + h.c. (7)
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我们考虑若满足周期性边界条件，即将单层石墨烯“卷曲”为一个环面 (torus)，类似式 2，我们将 k 推

广到 k，从而有傅里叶展开式 [11]：

ai =
1√
N

∑
k

exp (−ikri)ak bi =
1√
N

∑
k

exp (−ikri)bk

a†i =
1√
N

∑
k

exp (ikri)a
†
k b†i =

1√
N

∑
k

exp (ikri)b
†
k

我们同时注意到 δ(k1 − k2) 的展开式如下：

δ(k1 − k2) =
1

N

∑
i

exp(i(k1 − k2)ri)

将以上式子带入哈密顿量，注意到跃迁项只存在于最近邻项之间，经过大量重复而缜密的计算，我们

得到：

H = −t1
∑
k

[
∑
ρ

exp(−ikρ)]a†kbk +
∑
k

[
M

2
(a†kak + b†kbk)] + h.c. (8)

由此，我们便将位形空间的哈密顿量转化到动量空间中，我们可以写出 k 空间中的矩阵如下：

H(k) =

[
M h(k)

h∗(k) −M

]
(9)

其中，h(k) = −t1
∑

ρ exp(−ikρ)。由此，我们得到了动量空间中的哈密顿量的精确形式，接下来将其

对角化便可以做出能谱图像。我们注意到，H(k) 为厄密矩阵，且 Tr(H(k)) = 0。由此我们知道对角化之

后的能量本征值为实值且互为相反数。

3.2 绘制最近邻跃迁模型能谱

由图3，我们将 ρ 带入 ai 的取值，通过 Mathematica 便可以作出三维能谱如图4所示：从哈密顿量的

(a) 完整能谱

(b) 正能能谱

图 4: 最近邻跃迁模型能谱

形式我们可以看到，考虑 AB 原子不同的 on-site 势能会使得能谱正能量部分和负能量部分分别上下平移

M，而如果将 on-site 势去掉即取 M = 0 经过数值模拟后（精确手动对角化也可）发现上下两支在谷/峰
处相接，其最近邻的部分呈现线性的 E-k 关系，即常说的 Dirac cone，在这里展现粒子（电子）出无质量

的相对论性粒子的属性 [5]。值得一提的是，这里展现出来的 6 个谷/峰只有两个是独立的，其他四个可以

由此两个平移得到 [2]。
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3.3 Haldane 模型

我们再引入次近邻跃迁项，此即 Haldane 模型。需要注意的是，此处的跃迁带来的 phase 我们取为

π/2。

H = −t1
∑
i

∑
ρ

a†ibi+ρ +
∑
i

(
M

2
a†iai −

M

2
b†ibi)− it2

∑
i

∑
ρ′

(a†iai+ρ′ − b†ibi+ρ′) + h.c. (10)

图 5: 次近邻跃迁方向 [2]

方程中显示的次近邻跃迁项方向如图 5所示。与上述过程完全类似，我们可以从位形空间转换到动量

空间中，在 k 空间中，我们看到其哈密顿量同样写作一个厄密二维矩阵，也满足 Tr(H(k)) = 0。其形式

为：

H(k) =

[
M + s(k) h(k)

h∗(k) −M − s(k)

]
(11)

其中 s(k) = −2t2
∑

ρ′ sin(kρ′)

3.4 绘制最近邻跃迁模型能谱

由图5，我们将 ρ′ 带入 bi 的取值，通过 Mathematica 便可以作出三维能谱如图 6所示：

(a) t2 = 0.1M (b) t2 = M/3
√
3 (c) T2 = M/3

图 6: 最近邻跃迁模型能谱

我们看到，Dirac point 处的能谱峰/谷先接近，再分离。通过精确计算可以得到，两不同的 Dirac point
在 t2 = ±M/3

√
3 处分别重合 [2]。因此，通过次近邻跃迁产生的能隙与通过加上 on-site 势产生的能隙有

本质的不同：on-site 势只能上下分离能谱产生能隙，而不能改变能谱形状。
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4 Haldane 模型在开边界条件下的精确对角化方法

在以上讨论的 Haldane 模型中，我们对边界条件要求为周期性边界条件，即将石墨烯在 torus 上进

行考虑，这是极其理想化的边界条件。接下来我们将某个方向上的边界条件打开，使石墨烯呈现出圆柱

（cylindar）的形状；其现实对应于日前较为热门的碳纳米管1 a。

(a) 碳纳米管 (b) 石墨烯的不同边界 [3]

图 7

需要指出的是，按照打开边界的方向不同，石墨烯的结构亦不同，不同边界的区别可参考图b。即：如

图3所示，若 y 方向仍具有周期性结构，则称边界为 zigzag 边界，若 x 方向仍具有周期性结构，则称边界

为 armchair 边界。

与 SSH 模型类似，将边界打开之后会在相应方向上不具有平移对称性。因此，无法在该方向上做相

应的离散化的 k 空间上的展开。在此我们采取在边界打开的方向仍采取格点位置作为粒子的 label，在仍

具有对称性的方向采取 k 空间展开的形式，用数值计算的方式对相应能谱进行计算与绘图。我们将图7b中
的 x 方向以粒子位置做离散的标记符号，标记区域之后的图像如下图8所示。

图 8: 区域划分

由此，我们在对产生湮灭算符标记位置时，单纯一个指标 i 已经不能给出我们希望的标记，我们用两

个指标 (i, j) 来标记各个状态。写出哈密顿量如下所示：

H = −t1
∑
i,j,ρ

a†(i,j)b(i,j)+ρ+
∑
i,j

(
M

2
a†(i,j)a(i,j)−

M

2
b†(i,j)b(i,j))−it2

∑
i,j,ρ′

(a†(i,j)a(i,j)+ρ′+b†(i,j)b(i,j)+ρ′)+h.c. (12)

相应的，我们在做傅里叶变换时只能在 y 方向上做傅里叶变换，δ 函数同样采取一维形式。取 x 方向

上离散坐标最大数为 n，由于大作业对公式推导的限制，我们在此只将推导
∑

i,j a
†
(i,j)b(i,j)+(0,−1) 项的结

果, 类似推导过程式 13可以写出相应其他各项：

1图片来源于网络
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∑
i,j

a†(i,j)b(i,j)+(0,−1) =
∑
i,j

∑
ky,k′

y

1

N
exp(ikyyj) exp[−k′

y(yj − 1)]a†(i,ky)
b(i,k′

y)

=
∑
i

∑
ky,k′

y

∑
j

1

N
exp[iyj(ky − k′

y)]e
ik′

ya†(i,ky)
b(i,k′

y)

=
∑
i

∑
ky,k′

y

δ(ky − k′
y)e

ik′
ya†(i,ky)

b(i,k′
y)

=
∑
i

eikya†(i,ky)
b(i,ky)

(13)

将完备基排列为 {a(1,ky), a(2,ky), . . . , a(n,ky), b(1,ky), . . . , b(n,ky)} ，H 对应的 (2n× 2n) 矩阵可以写成四

个 (n× n) 的分块矩阵，即：

H =

[
H1 H2

H3 H4

]
(14)

由哈密顿量的厄密性质，我们有 H3 = H†
2；由 Tr(H) = 0 及 H 的具体形式，我们有 H1 +H4 = 0。

各个分块矩阵在两种边界条件下分别为：

(a) t2 = 0 (b) t2 = 0.21

(c) t2 = 0.36 (d) t2 = 0.5

图 9: Armchair 边界 E-k 图

• 若开边界条件为 armchair 边界:
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H1 = −H4 =



M −2it2 cos 3
2
ky it2

2it2 cos 3
2
ky

. . . . . . . . .

−it2
. . . . . . . . . it2
. . . . . . . . . −2it2 cos 3

2
ky

−it2 2it2 cos 3
2
ky M


(15)

H2 = H†
3 = −t1


eiky e

i
2ky

e
i
2ky

. . . . . .

. . . . . . e i
2ky

e
i
2ky eiky

 (16)

• 若开边界条件为 zigzag 边界:

H1 = −H4 =
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M − 2t2 sin(

√
3ky) 2t2 sin(

√
3
2
ky)

2t2 sin(
√
3
2
ky)

. . . . . .

. . . . . . 2t2 sin(
√
3
2
ky)

2t2 sin(
√
3
2
ky) M − 2t2 sin(

√
3ky)

 (17)

H2 = H†
3 = −t1


2 cos(

√
3
2
ky) 1

. . . . . .
. . . 1

2 cos(
√
3
2
ky)

 (18)

我们取取 x 方向上离散坐标最大数 n = 40，参数设置为 t1 = 1.0,M = 0.2，调整参数 t2, 利用 Python
的 numpy.linalg.eigh 对角化方法做出能谱图像如图 9 10所示。

从以上能谱图中我们便可以看到边缘态的存在。在这里，我们无论如何调整参数，边缘态均为 2 条，

即边缘态的数目具有一定的稳定性，我们在后面将解释其数目来源于周期性边界条件下能谱结构的拓扑性

质。

在得到能谱（即本征值）的同时，我们可以计算得出本征态。通过粒子数算符 a†(i,j)a(i,j) 以及 b†(i,j)b(i,j) 算

符，我们可以进一步针对边缘态计算出粒子在格点位置的态密度。由于不同纵坐标标识 j 在横坐标相同时

粒子数密度相同，所以我们计算粒子在某横坐标下的概率分布。我们将基排列为 {a(1,ky), b(1,ky), . . . , a(n,ky), b(n,ky)}，
将 ky 取值作为纵坐标，颜色深浅作为态密度的大小，做出热力学图。在实际操作中我们可以画出随着参

数变化的动态 GIF 曲线，现截取几帧如图11所示。

5 边缘态特征量计算

5.1 Haldane 模型的计算

与 SSH 模型类似，我们首先考虑周期性边界条件下的哈密顿量（即考虑石墨烯的 bulk 属性）。在不

引入次近邻跃迁项时，我们有哈密顿量记作 [2]：

ˆH(k) = −t1
∑
i

[cos(k · ai)σx + sin(k · ai)σy] +Mσz (19)

按照式 19我们可以做出类似 SSH 模型的 d(k) 图像 a。这图像说明在不引入次近邻跃迁时，当 M ̸= 0 时，

我们的图像是一个单连通平面，在三维情况下是可缩的。由此，这个态可以在绝热情况下遍历 M > 0 的

所有态，我们称此时的相是平庸的 [2]。
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(a) t2 = 0 (b) t2 = 0.26

(c) t2 = 0.36 (d) t2 = 0.5

图 10: zigzag 边界 E-k 图

在引入次近邻跃迁后我们有：

ˆH(k) = −t1
∑
i

[cos(k · ai)σx + sin(k · ai)σy] +Mσz − 2t2
∑
i

[sin(k · bi) (20)

我们可以做出类似 SSH 模型的 d(k) 图像 b。从中我们可以看出，此时的拓扑空间相当的不平凡，我

们需要引入陈数概念来标记绝热演化的等价类 [7]。在不经过 E(k) = 0 点即 d ̸= 0 情况下，此时一共会产

生陈数 ν 等于 ±1 两类等价类。

5.2 Haldane 模型的对称性与边缘态

从对称性观点看，在引入 on-site 势时，我们破坏了 sublattice symmetry，因为此时我们不能通过投

影算符构造手征对称性算符了，但我们仍可以构造一个手征对称性算符，这个事实的证明显然的：这是由

哈密顿量的零迹现在决定的。

另外，在引入次近邻跃迁时，我们破坏了时间反演对称性，因为当电子跃迁回到原来位置时，她会多

出一个相位项，而这个相位不能通过重新定义粒子态来去掉 [5]。这便意味着，粒子跃迁的这个信息在态

中被保留了下来，我们不能忽略这个信息进行时间反演。

在这两重对称性破缺的条件下，在绝热演化的过程中我们创造出了两个等价类，即两个拓扑相，陈数

分别取 ±1。
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(a) armchair 边界 t2 = 0.21 时右侧边缘态 (b) armchair 边界 t2 = 0.21 时左侧边缘态

(c) zigzag 边界 t2 = 0.26 时边缘态 (d) zigzag 边界 t2 = 0.26 时另一边缘态

图 11: 边缘态实空间概率分布

而这便意味着在 Haldane 模型中我们能够找到两个边缘态 [7]。手征对称性决定了边缘态的数目一定

为偶数条，而在引入时间反演对称性破缺时，便决定两个拓扑相之间的有且只有 2 条边缘态了。边缘态与

对称性和拓扑相分类相关这一特点决定了边缘态数目的 robust 特性：在绝热演化它不会随着参数的变化

而发生变化，这也反映了系统能谱的拓扑结构。
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